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INTISARI 
 
Pewarnaan bintang merupakan salah satu jenis pewarnaan simpul pada suatu graf dengan pemberian warna 
pada setiap lintasan empat simpul tidak menggunakan dua warna. Jumlah warna minimum yang digunakan 
pada pewarnaan bintang di graf 𝐺 disebut dengan bilangan kromatik bintang yang dinotasikan dengan 
𝜒𝑠(𝐺). Pada penelitian ini dibahas tentang bilangan kromatik bintang pada graf Lilly, graf buku, 
generalisasi graf pertemanan, dan bayangan graf cycle. Graf Lilly dan graf buku merupakan graf yang 
dibentuk dari gabungan graf bintang dan graf lintasan sedangkan generalisasi graf pertemanan dan 
bayangan graf cycle dibentuk dari salinan graf cycle. Berdasarkan penelitian diperoleh bilangan kromatik 
bintang pada graf Lilly yaitu 3 warna, bilangan kromatik bintang pada graf buku adalah 4. Bilangan 
kromatik bintang pada generalisasi graf pertemanan adalah 4 warna untuk 𝑛 = 5 dan 3 warna untuk 𝑛 
lainnya, bilangan kromatik bintang pada bayangan graf cycle adalah 4 warna untuk 𝑛 = 3𝑘 dengan 𝑘 
merupakan anggota himpunan bilangan asli, 6 warna untuk 𝑛 = 5, dan 5 warna untuk 𝑛 lainnya. Bilangan 
kromatik yang terkait dengan derajat maksimum suatu graf  yaitu  𝜒𝑠(𝐺) ≤  𝑑
2 dengan 𝑑 merupakan 
anggota himpunan bilangan asli dan 𝑑 ≥ 2. 
 
Kata Kunci : graf Lilly, graf buku, generalisai graf pertemanan, bayangan graf cycle. 
 
PENDAHULUAN 
Pewarnaan graf merupakan salah satu materi pada teori graf yang hingga kini masih berkembang. 
Pewarnaan graf terbagi menjadi tiga bagian yaitu pewarnaan simpul, pewarnaan sisi, dan pewarnaan 
bidang. Pada tahun 1973 Grunbaum memperkenalkan tentang konsep pewarnaan bintang. Pada saat itu 
Grunbaum juga memperkenalkan jumlah warna minimum yang digunakan pada pewarnaan bintang 
yang disebut dengan bilangan kromatik bintang. Pewarnaan bintang merupakan pengembangan dari 
pewarnaan simpul. Suatu pewarnaan simpul pada graf 𝐺 dikatakan pewarnaan bintang jika setiap 
lintasan dengan empat simpul atau setiap lintasan dengan panjang tiga yang terbentuk minimal 
menggunakan tiga warna.  
Pewarnaan bintang memiliki beberapa aplikasi salah satunya pada penelitian yang membahas 
tentang penggunaan konsep pewarnaan bintang  pada internet protokol trackback. Pada penelitian 
tersebut setiap router dikaitkan dengan warna yang digunakan dalam pewarnaan bintang pada graf dan 
operasi trackback menjelaskan tentang penggunaan urutan warna pada router dari sumber ke tujuan 
[1]. Selain aplikasi, dari pewarnaan bintang terdapat permasalahan yang dapat dikaji, diantaranya 
adalah mencari jumlah warna minimum yang digunakan dalam pewarnaan bintang pada suatu graf 
yang disebut sebagai bilangan kromatik bintang. Bilangan kromatik bintang juga dapat diperoleh 
dengan mengkaitkan jumlah derajat maksimum graf [2]. Kemudian salah satu penelitian yang juga 
membahas tentang bilangan kromatik bintang yaitu mencari bilangan kromatik bintang pada beberapa 
graf khusus diantaranya graf prisma, graf kipas, graf barbell, graf lollipop, dan graf kincir angin [3]. 
Dari hal tersebut maka perlu dilakukan penelitian lebih lanjut yang membahas bilangan kromatik 
bintang pada graf khusus lainnya. 
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Pada penelitian ini, dibahas mengenai bilangan kromatik bintang pada beberapa graf yang memuat 
graf bintang dan cycle. Graf yang memuat bintang yang dibahas yaitu graf Lilly dan graf buku 
sedangkan graf yang memuat cycle yang dibahas adalah generalisasi graf pertemanan dan bayangan 
dari graf cycle. Bilangan kromatik bintang pada beberapa graf tersebut diperoleh dengan menerapkan 
pola pewarnaan bintang dari graf lintasan dan cycle. Dari pola tersebut maka diperoleh bilangan 
kromatik bintang pada setiap graf.  
 
PEWARNAAN GRAF 
Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉, 𝐸), ditulis dengan notasi 𝐺 = (𝑉, 𝐸), yang 
dalam hal ini 𝑉 adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul (vertices atau node) dan 𝐸 adalah 
himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang simpul [4]. Pewarnaan graf 
𝐺 merupakan pemetaan dari himpunan simpul atau himpunan sisi pada himpunan warna atau {1, 2, …, 
𝑘} dengan 𝑘 merupakan anggota himpunan bilangan asli sehingga tidak ada sisi atau simpul yang 
bertetangga menggunakan warna yang sama. Pewarnaan graf memiliki  kasus khusus dalam 
pemberian warna pada simpul ataupun sisinya. Secara umum pewarnaan graf terdiri dari tiga jenis 
yaitu pewarnaan sisi, pewarnaan simpul, dan pewarnaan bidang. Dari tiga jenis pewarnaan tersebut 
berikut dijelaskan tentang definisi dari pewarnaan simpul. 
Definisi 1 [3] Misalkan G adalah suatu graf dengan 𝑉(𝐺) merupakan himpunan simpul dari graf 𝐺 
dan misalkan {1, 2, 3, … , 𝑘} merupakan himpunan semua warna yang ditetapkan untuk setiap simpul 
di graf 𝐺. Pewarnaan simpul adalah pemetaan 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺) → {1, 2, 3, … , 𝑘} dengan 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk 
semua simpul yang bertetangga 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). 
Setiap pewarnaan graf baik itu pewarnaan simpul, pewarnaan sisi, atau pewarnaan bidang pasti 
memiliki jumlah warna minimum.  Berikut diberikan definisi tentang jumlah warna minimum yang 
digunakan pada pewarnaan simpul graf. 
Definisi 2 [3] Jika 𝐺 dapat diwarnai dengan pewarnaan simpul maka bilangan kromatik dari 𝐺 
adalah jumlah warna minimum yang digunakan pada pewarnaan di graf 𝐺. Bilangan kromatik pada 
graf 𝐺 di notasikan dengan 𝜒(𝐺). 
Dari Definisi 1 dan Definisi 2 diberikan contoh pewarnaan simpul pada suatu graf berikut. 
Contoh 3 Diberikan suatu graf 𝐺 dengan himpunan simpul dan sisi yaitu 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} 
dan 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}. 
 
Gambar 1 Pewarnaan simpul pada graf 𝑮 
Pada Gambar 1 graf 𝐺 merupakan suatu graf khusus yang disebut sebagai graf bintang. Graf bintang 
𝑆1,𝑛 adalah graf dengan 𝑛 + 1 simpul, dengan satu simpul berdejarat 𝑛 yang dinamakan simpul pusat, 
dan 𝑛 simpul berderajat satu, yang dinamakan daun [5]. Pada Gambar 1 graf tersebut merupakan graf 
bintang 𝑆1,5 dan dapat dilihat jumlah warna minimum yang digunakan adalah sebanyak dua warna. 
Secara umum pewarnaan simpul pada graf bintang bilangan kromatiknya tidak mungkin lebih dari dua 
warna karena setiap 𝑛 simpul yang berderajat satu pada graf bintang hanya bertetangga dengan satu 
simpul yang berderajat 𝑛.  
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PEWARNAAN BINTANG 
Pewarnaan bintang adalah pewarnaan pada lintasan dengan empat simpul dengan memberikan 
minimal 3 warna berbeda pada setiap simpul. Penjelasan lebih lengkap dijelaskan berdasarkan 
definisi-definisi berikut. 
Definisi 4 [3] Suatu pewarnaan simpul pada graf 𝐺 dikatakan pewarnaan bintang jika setiap lintasan 
pada graf 𝐺 dengan empat simpul tidak menggunakan dua warna. 
Salah satu graf khusus yang dibahas adalah graf yang berkaitan dengan graf cycle. Graf cycle  
adalah graf  terhubung 𝑛 simpul dengan setiap simpul memiliki derajat dua [6]. Graf cycle dengan 𝑛 
simpul dilambangkan dengan 𝐶𝑛. Jumlah simpul pada graf cycle sama dengan jumlah sisinya. Pada 
graf cycle 𝐶3 terdiri dari tiga simpul dengan panjang lintasan tiga. Hal tersebut mengakibatkan harus 
ada definisi lain terkait pewarnaan bintang untuk graf dengan panjang lintasan tiga. Dari hal tersebut, 
berikut diberikan definisi lain tentang pewarnaan bintang. 
Definisi 5 [2] Pewarnaan bintang dari graf 𝐺 adalah pewarnaan dengan simpul yang bertetangga 
memiliki pewarnaan yang berbeda sehingga tidak ada lintasan dengan panjang tiga di dalam 𝐺 
menggunakan dua warna. 
Pada pewarnaan graf terdapat jumlah warna minimum yang digunakan. Hal tersebut juga berlaku 
pada pewarnaan bintang. Berikut dijelaskan definisi  tentang jumlah warna minimum yang digunakan 
pada pewarnaan bintang.  
Definisi 6 [3] Bilangan kromatik bintang adalah jumlah warna minimum yang digunakan pada 
pewarnaan bintang dan disimbolkan dengan 𝜒𝑠(𝐺).  
Berikut disajikan contoh pewarnaan bintang berdasarkan Definisi 4, Definisi 5, dan Definisi 6. 
Contoh 7 Diberikan graf 𝐺 = ({𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, 𝑣7}, {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . , 𝑒11, 𝑒12}). 
 
Gambar 2 Pewarnaan bintang pada graf 𝑮 dengan  𝝌𝒔(𝑮) = 𝟓 
Dari Gambar 2 pewarnaan bintang pada graf 𝐺 menggunakan lima warna yang berbeda dan lima 
warna yang digunakan merupakan warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan bintang pada 
graf 𝐺 tersebut sehingga diperoleh  𝜒𝑠(𝐺) = 5. Pewarnaan bintang pada graf khusus yang dibahas 
adalah graf yang berkaitan dengan graf bintang, graf lintasan dan cycle. Suatu pewarnaan simpul pada 
graf bintang tidak dapat dikatakan pewarnaan bintang karena jumlah warna minimum yang digunakan 
pada pewarnaan simpul untuk graf bintang sama dengan dua. Graf lintasan adalah graf yang terdiri 
dari suatu lintasan tunggal, graf lintasan dengan 𝑛 simpul dilambangkan dengan 𝑃𝑛 [7]. Bilangan 
kromatik pada graf bintang dan bilangan kromatik bintang dari graf lintasan dan cycle tersebut 
digunakan untuk mencari bilangan kromatik bintang pada graf khusus yang dibahas. Berikut bilangan 
kromatik bintang pada graf lintasan dan cycle. 
Teorema 8 [3] Jika 𝑃𝑛 adalah graf lintasan dengan 𝑛 ≥ 4 maka  𝜒𝑠(𝑃𝑛) = 3. 
Selanjutnya yaitu bilangan kromatik bintang pada graf cycle yang dijelaskan pada Teorema 9 berikut. 
Teorema 9 [2] Jika 𝐶𝑛 adalah graf cycle dengan 𝑛 ≥ 3 maka  𝜒𝑠(𝐶𝑛) = {
4,      𝑛 = 5
3, 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
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Graf khusus yang dibahas adalah graf Lilly, graf buku, generalisasi graf pertemanan, dan 
bayangan graf cycle. Graf Lilly 𝑙𝑛 dengan 𝑛 ≥ 2 dapat dibentuk oleh dua buah graf bintang 𝑆1,𝑛 
dengan menggabungkan dua jalur graf 𝑃𝑛 dengan 𝑛 ≥ 2 [8]. Graf buku adalah suatu graf yang 
dibentuk dari operasi hasil kali Kartesius antara graf lintasan dengan dua simpul dan graf bintang 
dengan 𝑛 + 1 simpul yaitu Bn =  P2  × Sn [9]. Graf khusus selanjutnya adalah generalisasi graf 
pertemanan. Graf pertemanan merupakan graf yang terbentuk dari 𝑚 salinan graf 𝐶3 yang bertemu di 
satu simpul pusat [10] sedangkan generalisasi graf pertemanan yang juga disebut sebagai graf kincir 
angin Belanda (Dutch Windmill Graph) 𝐷𝑛
𝑚 merupakan graf yang memiliki baling-baling dari 𝑚 
salinan graf 𝐶𝑛 yang bertemu di satu simpul pusat [11]. Kemudian salah satu graf khusus yang juga 
dibahas adalah bayangan dari graf cycle. Bayangan dari graf cycle dinotasikan dengan 𝐷2(𝐶𝑛) adalah 
graf yang diperoleh dari cycle 𝐶𝑛 dan 𝐶𝑛
′  dengan menghubungkan setiap simpul 𝑢𝑖𝑗 ϵ 𝐶𝑛 dengan 
sebuah sisi ke  simpul yang berhubungan dengan 𝑢𝑖𝑗
′  (simpul  𝑢𝑖𝑗
′  ϵ 𝐶𝑛
′  adalah bayangan dari 𝑢𝑖𝑗 ϵ 𝐶𝑛 
[12]. Berikut diberikan ilustrasi dari keempat graf khusus yang dibahas. 
 
 
Gambar 3 (a) Graf Lilly 𝒍𝟓, (b) Graf buku 𝑩𝟑, (c) Generalisasi graf pertemanan 𝑫𝟒
𝟐, 
dan (d) Bayangan graf cycle 𝑫𝟐(𝑪𝟑) 
Selanjutnya yaitu pewarnaan bintang dari keempat graf yang dijelaskan pada observasi-observasi 
berikut. 
Observasi 10 Jika 𝑙𝑛 adalah graf Lilly dengan 𝑛 ≥ 3 maka 𝜒𝑠(𝑙𝑛) = 3. 
Bukti : Berdasarkan definisi graf Lilly, dimisalkan A adalah graf pertama dari 𝑆1,𝑛  dengan himpunan 
simpul {𝑣1,  𝑢1,  𝑢2, … , 𝑢𝑛}, B adalah graf kedua dari graf 𝑆1,𝑛 dengan himpunan simpulnya yaitu 
{𝑣1, 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛}, C adalah graf pertama dari graf 𝑃𝑛 dengan himpunan simpulnya yaitu {𝑣1,
𝑟1,  𝑟2, … , 𝑟𝑛} dan D adalah graf kedua dari graf 𝑃𝑛 dengan himpunan simpulnya yaitu {𝑣1,
𝑡1,  𝑡2, … , 𝑡𝑛}. Berdasarkan definisi dari pewarnaan bintang diperoleh 𝜒𝑠(𝑙𝑛) ≥ 3. Dari hal tersebut, 
didefinisikan pewarnaan bintang pada graf  𝑙𝑛 yaitu 𝑐: 𝑉(𝑙𝑛) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑣1) =
biru, 𝑐(𝑢𝑖) = 𝑐(𝑤𝑖) = merah dan 𝑐(𝑟𝑖) = 𝑐(𝑡𝑖) = {
merah,      𝑖 = 3𝑘 + 1
hijau,        𝑖 = 3𝑘 + 2
biru,         𝑖 = 3𝑘 + 3
 dengan 𝑘 ≥ 0. Dari 
pewarnaan tersebut setiap lintasan dengan empat simpul tidak menggunakan dua warna sehingga 
diperoleh 𝜒𝑠(𝑙𝑛) ≤ 3. Hal tersebut mengakibatkan  𝜒𝑠(𝑙𝑛) = 3. ∎ 
Dari penjelasan tersebut diberikan ilustrasi pewarnaan bintang sebagai berikut.  
 
Gambar 3 Pewarnaan bintang pada graf Lilly 𝒍𝟕  
(a) (b) (c) (d) 
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Pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa pewarnaan bintang pada graf Lilly 𝑙7 menggunakan jumlah warna 
minimum yaitu tiga warna dengan setiap lintasan empat simpul pada graf tersebut tidak menggunakan 
dua warna. 
Observasi 11 Jika 𝐵𝑛 adalah suatu graf buku maka  𝜒𝑠(𝐵𝑛) = 4 dengan 𝑛 ≥ 2. 
Bukti : Diketahui bahwa graf buku diperoleh dari hasil kali Kartesius graf lintasan 𝑃2 dan graf bintang 
𝑆1,𝑛 yaitu 𝐵𝑛 = 𝑃2 × 𝑆1,𝑛. Misalkan 𝑉(𝐵𝑛) = {𝑢1, 𝑢2,  𝑣1,  𝑣2, 𝑣3, … ,  𝑣𝑛, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, … , 𝑤𝑛}. 
Berdasarkan definisi pewarnaan bintang diperoleh 𝜒𝑠(𝐵𝑛) ≥ 3. Selanjutnya didefinisikan pewarnaan 
bintang pada graf 𝐵𝑛 yaitu 𝑐: 𝑉(𝐵𝑛) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑢1) = merah, 𝑐(𝑢2) = biru, 
𝑐(𝑣𝑖) = hijau, dan 𝑐(𝑤𝑖) = ungu untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Dari pewarnaan tersebut setiap lintasan dengan 
empat simpul tidak menggunakan dua warna sehingga diperoleh 𝜒𝑠(𝐵𝑛) ≤ 4. Kemudian andaikan 
𝜒𝑠(𝐵𝑛) = 3, definisikan pewarnaan bintang 𝐵𝑛 yaitu 𝑐: 𝑉(𝐵𝑛) → {merah, biru, hijau} dengan 𝑐(𝑢1) =
merah, 𝑐(𝑢2) = biru, 𝑐(𝑣𝑖) = hijau, dan 𝑐(𝑤𝑖) = merah. Dari pewarnaan tersebut, untuk lintasan 
𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 − 𝑢1 − 𝑣𝑗 dengan 𝑖 ≠ 𝑗 merupakan pewarnaan dengan lintasan empat simpul yang 
menggunakan dua warna. Hal itu mengakibatkan pewarnaan pada lintasan tersebut bukan merupakan 
pewarnaan bintang sehingga kontradiksi dengan pengandaian maka haruslah 𝜒𝑠(𝐵𝑛) = 4. ∎ 
Dari penjelasan tersebut diberikan ilustrasi pewarnaan bintang berikut.  
 
Gambar 4 Pewarnaan bintang pada graf buku 𝑩𝟕 dengan 𝝌𝒔(𝑩𝟕) = 𝟒 
Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa pewarnaan bintang pada graf buku 𝐵7 menggunakan jumlah warna 
minimum yaitu empat warna. Setiap lintasan dengan empat simpul yang pada graf 𝐵7 tersebut tidak 
menggunakan dua warna pada pewarnaan bintangnya.  
Observasi 12 Jika 𝐷𝑛
𝑚 adalah generalisasi graf pertemanan maka  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) =  𝜒𝑠(𝐶𝑛) dengan 𝑛 ≥ 3. 
Bukti : Diketahui bahwa generalisasi dari graf pertemanan terbentuk dari 𝑚 salinan graf 𝐶𝑛 sehingga 
pewarnaan bintang pada graf 𝐷𝑛
𝑚 dapat menggunakan Teorema 9. Misalkan A adalah graf salinan 
pertama 𝐶𝑛 dengan himpunan simpul yaitu {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, B adalah graf salinan kedua dari 𝐶𝑛 dengan 
himpunan simpul yaitu {𝑣1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛}, dan M adalah salinan ke-𝑚 graf 𝐶𝑛 dengan himpunan simpul 
yaitu {𝑣1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛} sehingga  simpul pada graf 𝐷𝑛
𝑚 adalah    {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 , … , 𝑤2, … , 𝑤𝑛}. 
Dari Teorema 9 dapat dilihat bahwa  𝜒𝑠(𝐶𝑛) = {
4,     𝑛 = 5
3, lainnya
 sehingga pewarnaan bintang pada graf 
 𝐷𝑛
𝑚 juga dapat menggunakan konsep dari Teorema 9. 
a. Untuk 𝑛 = 5 
Berdasarkan pada Teorema 9 didefinisikan pewarnaan bintang pada graf 𝐷5
𝑚 yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷5
𝑚) → 
himpunan warna, dengan 𝑐(𝑣1) = 𝑐(𝑢4) = ⋯ = 𝑐(𝑤4) = biru, 𝑐(𝑣𝑖) = 𝑐(𝑢𝑖) = ⋯ = 𝑐(𝑤𝑖) =
{
merah, 𝑖 = 2
hijau,     𝑖 = 3
ungu  , 𝑖 = 5
. Dari pewarnaan tersebut diperoleh  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) ≤ 4. Disisi lain, berdasarkan pada 
pewarnaan bintang  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) ≥ 3. Selanjutnya, andaikan  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) = 3 dan didefinisikan 
pewarnaan bintang pada graf 𝐷5
𝑚 yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷5
𝑚) → {merah, biru, hijau} dengan 𝑐(𝑣1) =
 𝑐(𝑢4) = ⋯ = 𝑐(𝑤4) = biru  kemudian  𝑐(𝑣𝑖) = 𝑐(𝑢𝑖) = ⋯ = 𝑐(𝑤𝑖) = {
merah, 𝑖 = 3𝑘 + 2
hijau, 𝑖 = 3𝑘 + 3
.  
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Dari pewarnaan ini, untuk lintasan 𝑣4 − 𝑣5 − 𝑣1 − 𝑣2 = 𝑢4 − 𝑢5 − 𝑢1 − 𝑢2 = ⋯ =  𝑤4 − 𝑤5 −
𝑤1 − 𝑤2 merupakan lintasan dengan empat simpul yang sama-sama menggunakan dua warna 
maka pewarnaan pada  lintasan tersebut bukan merupakan pewarnaan bintang. Hal tersebut 
kontradiksi dengan pengandaian sehingga haruslah  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) = 4.  
b. Untuk 𝑛 ≠ 5 
Berdasarkan definisi pewarnaan bintang diperoleh  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) ≥ 3. Dari hal tersebut didefinisikan 
pewarnaan bintang pada graf 𝐷𝑛
𝑚 yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷5
𝑚) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑣𝑖) = biru, 
𝑐(𝑣𝑖) = 𝑐(𝑢𝑖) = ⋯ = 𝑐(𝑤𝑖) = {
biru,          𝑖 = 3𝑘 + 1 dengan 𝑘 ≥ 1
merah,     𝑖 = 3𝑘 + 2 dengan 𝑘 ≥ 0
ungu,        𝑖 = 3𝑘 + 3 dengan 𝑘 ≥ 0
. Dari pewarnaan tersebut 
tidak ada lintasan dengan empat simpul yang menggunakan dua warna sehingga diperoleh 
 𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) ≤ 3. Hal tersebut mengakibatkan  𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) = 3 untuk 𝑛 ≠ 5. ∎ 
Penjelasan pewarnaan bintang pada graf 𝐷𝑛
𝑚 dapat dilihat dari ilustrasi pada gambar berikut. 
 
 
 
Gambar 5 Pewarnaan bintang pada graf 𝑫𝒏
𝟓  
Pada Gambar 5 (a) pewarnaan bintang graf 𝐷3
5 menggunakan tiga warna, (b) pewarnaan bintang pada 
graf 𝐷4
5 juga menggunakan tiga warna, (c) pewarnaan bintang pada graf 𝐷5
5 menggunakan empat 
warna. Dari Gambar 5 dapat dilihat bahwa setiap lintasan dengan empat simpul tidak menggunakan 
dua warna pada pewarnaan bintangnya. 
Observasi 13 Jika 𝐷2(𝐶𝑛) adalah bayangan dari graf cycle maka 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶𝑛)) = {
4,        𝑛 = 3𝑘
6,          𝑛 = 5
5, 𝑛 lainnya
 
Bukti : Diketahui bahwa graf 𝐷2(𝐶𝑛) terbentuk dari graf cycle 𝐶𝑛 sehingga pada pembuktian ini dapat 
menggunakan Teorema 9 dan dibagi menjadi empat kasus. 
Kasus 1: Untuk 𝑛 = 5 
Misalkan himpunan semua  simpul pada bayangan graf cycle 𝐷2(𝐶5) adalah  𝑉(𝐷2(𝐶5)) = {𝑡1,
𝑡′1,  𝑡2, 𝑡
′
2, 𝑡3, 𝑡
′
3, 𝑡4, 𝑡
′
4, 𝑡5, 𝑡′5}. Kemudian didefinisikan pewarnaan bintang pada graf 𝐷2(𝐶5) 
yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶5)) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑡𝑖)  = {
merah,                      𝑖 = 1 
hitam,             𝑖 = 2 dan 5
hijau,                           𝑖 = 3
biru,                         𝑖 = 4
 dan 𝑐(𝑡′2) =
𝑐(𝑡′5) = hitam, 𝑐(𝑡′3) = 𝑐(𝑡′4) = coklat serta  𝑐(𝑡′1) = hitam. Dari pewarnaan tersebut diperoleh 
𝜒𝑠(𝐷2(𝐶5)) ≤ 6. Selanjutnya, andaikan 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶5)) = 5. Selanjutnya definisikan pewarnaan bintang 
pada graf 𝐷2(𝐶5) yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶5)) → {merah, biru, kuning, hijau, coklat} dengan 𝑐(𝑡𝑖) =
{
merah,                      𝑖 = 1 
kuning,           𝑖 = 2 dan 5
hijau,                           𝑖 = 3
biru,                         𝑖 = 4
, 𝑐(𝑡′2) =  𝑐(𝑡′5) = kuning, dan 𝑐(𝑡′1) = 𝑐(𝑡′3) = 𝑐(𝑡′4) = coklat. 
(a) (b) (c) 
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Dari pewarnaan ini, untuk lintasan 𝑡1 − 𝑡′5 − 𝑡4 − 𝑡′3 merupakan lintasan dengan empat simpul yang 
menggunakan dua warna pada pewarnaan simpulnya. Hal itu mengakibatkan pewarnaan pada lintasan 
tersebut bukan merupakan pewarnaan bintang sehingga kontradiksi dengan pengandaian maka 
haruslah 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶5)) = 6. Ilustrasi dari Kasus 1 dijelaskan pada gambar berikut. 
 
Gambar 6 Pewarnaan bintang pada graf 𝑫𝟐(𝑪𝟓) 
Dari Gambar 6 jumlah warna yang digunakan pada pewarnaan bintang untuk graf 𝐷2(𝐶5) adalah enam 
warna dengan setiap lintasan empat simpul pada graf tersebut tidak menggunakan dua warna.  
Kasus 2: Untuk 𝑛 = 3𝑘 
Berdasarkan pada Teorema 9 diperoleh bahwa 𝜒𝑠(𝐶𝑛) = {
4,      𝑛 = 5
3, lainnya
  
Sehingga bilangan kromatik bintang pada graf cycle juga berlaku untuk bayangan dari graf cycle. 
Misalkan 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘)) = {𝑣1, 𝑣′1, 𝑣2, 𝑣′2, 𝑣3, 𝑣′3, … , 𝑣3𝑘 , 𝑣′3𝑘}. Definisikan pewarnaan bintang pada 
graf 𝐷2(𝐶3𝑘) yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘)) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑣3𝑘−2) = merah, 𝑐(𝑣3𝑘−1) = biru, 
𝑐(𝑣3𝑘) = hijau. Kemudian 𝑐(𝑣
′
3𝑘−2) = merah dan 𝑐(𝑣′3𝑘−1) = 𝑐(𝑣′3𝑘) = ungu. Dari pewarnaan 
tersebut diperoleh 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘)) ≤ 4. Disisi lain, berdasarkan definisi pewarnaan bintang 
𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘) ≥ 3. Selanjutnya, andaikan 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘)) = 3 dan definisikan pewarnaan bintang pada 
graf tersebut yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘)) → {merah, hijau, biru} dengan 𝑐(𝑣3𝑘−2) = 𝑐(𝑣
′
3𝑘−2) = merah, 
𝑐(𝑣3𝑘−1) = 𝑐(𝑣′3𝑘−1) = biru, 𝑐(𝑣3𝑘) = 𝑐(𝑣′3𝑘) = hijau. Dari pewarnaan ini, untuk lintasan 𝑣′3𝑘 −
𝑣3𝑘−2 − 𝑣3𝑘 − 𝑣
′
3𝑘−2 merupakan lintasan dengan empat simpul yang menggunakan dua warna pada 
pewarnaan simpulnya. Hal ini mengakibatkan pewarnaan pada lintasan tersebut bukan merupakan 
pewarnaan bintang sehingga kontradiksi dengan pengandaian maka haruslah 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘)) = 4. 
Ilustrasi pewarnaan dari penjelasan Kasus 2 di jelaskan pada gambar berikut. 
 
Gambar 7 Pewarnaan bintang pada graf 𝑫𝟐(𝑪𝟏𝟐) 
Dada Gambar 7 dapat dilihat bahwa pewarnaan bintang pada graf 𝐷2(𝐶12) menggunakan jumlah 
warna minimum yaitu empat warna. Setiap lintasan dengan empat simpul pada graf tersebut tidak 
menggunakan dua warna. 
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Kasus 3 : Untuk 𝑛 = 3𝑘 + 1 
Misalkan himpunan simpul dari graf ini  𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘+1))  = {  𝑤1,   𝑤′1,   𝑤2,   𝑤′2, … ,  𝑤3𝑘+1,  𝑤′3𝑘+1} 
kemudian didefinisikan pewarnaan bintang pada graf 𝐷2(𝐶3𝑘+1) yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘+1)) → himpunan 
warna, dengan 𝑐(𝑢3𝑘−2) = biru, 𝑐(𝑢3𝑘−1) = hijau, 𝑐(𝑢3𝑘) = merah, dan 𝑐(𝑢3𝑘+1) = hijau serta 
𝑐(𝑢′3𝑘) = 𝑐(𝑢′3𝑘+1) = merah, 𝑐(𝑢′3𝑘−1) = ungu, dan 𝑐(𝑢′3𝑘−2) = coklat. Dari pewarnaan tersebut 
diperoleh 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+1) ≤ 5. Selanjutnya, andaikan 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+1)) = 4 dan didefinisikan pewarnaan 
bintang pada graf 𝐷2(𝐶3𝑘+1) yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘+1)) → {merah, biru, hijau, kuning} dengan 
𝑐(𝑤3𝑚+1) = merah, 𝑐(𝑤3𝑚+2) = biru, 𝑐(𝑤3𝑚+3) = hijau untuk 0 ≤ 𝑚 < 3𝑘 + 1 dan 𝑐(𝑤3𝑘+1) =
biru serta 𝑐(𝑤3𝑚+2
′ ) = 𝑐(𝑤3𝑘+1
′ ) = biru, 𝑐(𝑤3𝑚+3
′ ) = 𝑐(𝑤3𝑚+1
′ ) = kuning. Dari pewarnaan ini, 
untuk lintasan 𝑤3𝑘−2 − 𝑤3𝑘−1 − 𝑤
′
3𝑘−2 − 𝑤3𝑘+1 merupakan lintasan dengan empat simpul yang 
menggunakan dua warna pada pewarnaan simpulnya. Hal ini mengakibatkan pewarnaan pada lintasan 
tersebut bukan merupakan pewarnaan bintang sehingga kontradiksi dengan pengandaian maka 
haruslah 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+1) = 5. 
Penjelasan lebih jelas diberikan simulasi pewarnaan bintang dari Kasus 3 pada gambar berikut. 
 
Gambar 8 Pewarnaan bintang pada graf 𝑫𝟐(𝑪𝟏𝟎) 
Pada Gambar 8 pewarnaan bintang pada graf 𝐷2(𝐶10) menggunakan lima warna dengan setiap lintasan 
empat simpul pada graf tersebut tidak menggunakan dua warna. 
Kasus 4: Untuk 𝑛 = 3𝑘 + 2 
Asumsikan 𝑘 ≥ 2 jadi 𝑛 = 3(𝑘 − 1) + 5 dengan (𝑘 − 1) ≥ 1. Misalkan 𝑉 (𝐷2 (𝐶3𝑘+2) ) =
{  𝑢1,  𝑢′1,  𝑢2,  𝑢′2, … ,  𝑢3𝑘+2,  𝑢′3𝑘+2} dan didefinisikan pewarnaan bintang pada bayangan graf cycle 
𝐷2 (𝐶3𝑘+2) adalah 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘+2)) → himpunan warna, dengan 𝑐(𝑢3𝑘−2) = merah, 𝑐(𝑢3𝑘−1) =
biru, 𝑐(𝑢3𝑘) = hijau, 𝑐(𝑢3𝑘+1) = hijau, dan 𝑐(𝑢3𝑘+2) = biru serta 𝑐(𝑢′3𝑘) = 𝑐(𝑢′3𝑘+1) = hijau, 
𝑐(𝑢′3𝑘−1) = 𝑐(𝑢′3𝑘+2) = ungu, dan 𝑐(𝑢′3𝑘−2) = coklat. Dari pewarnaan tersebut diperoleh 
𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+2)) ≤ 5. Selanjutnya, andaikan 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+2)) = 4 dan didefinisikan pewarnaan bintang 
pada graf 𝐷2(𝐶3𝑘+2) yaitu 𝑐: 𝑉(𝐷2(𝐶3𝑘+2)) → {merah, biru, hijau, kuning} dengan 𝑐(𝑢3𝑚+1) =
merah, 𝑐(𝑢3𝑚+2) = biru, 𝑐(𝑢3𝑚+3) = hijau, untuk 0 ≤ 𝑚 < 3𝑘 − 2 serta lima simpul terakhir 
dengan 𝑐(𝑢3𝑘−2) = biru, 𝑐(𝑢3𝑘−1) = merah, 𝑐(𝑢3𝑘) = biru, 𝑐(𝑢3𝑘+1) = hijau, dan 𝑐(𝑢3𝑘+2) =
biru  selanjutnya (𝑢3𝑚+2
′ ) = 𝑐(𝑢3𝑘−2
′ ) = 𝑐(𝑢′3𝑘) = 𝑐(𝑢′3𝑘+2) = biru, 𝑐(𝑢′3𝑚+1) =  𝑐(𝑢′3𝑘−1) =
𝑐(𝑢′3𝑚+3) = 𝑐(𝑢3𝑘+1
′ ) = kuning. Dari lintasan ini, untuk lintasan𝑢′3𝑚+3 − 𝑢3𝑚+2 − 𝑢3𝑚+3 −
𝑢′3𝑚+2  merupakan lintasan dengan empat simpul yang menggunakan dua warna pada pewarnaan 
simpulnya. Hal itu mengakibatkan pewarnaan pada lintasan tersebut bukan merupakan pewarnaan 
bintang sehingga kontradiksi dengan pengandaian maka haruslah 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶3𝑘+2)) = 5.  
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Dari keempat kasus tersebut maka dengan kata lain terbukti bahwa jumlah warna minimum pada 
bayangan graf cycle adalah 𝜒𝑠(𝐷2(𝐶𝑛)) = {
4,       𝑛 = 3𝑘
6,        𝑛 = 5 
5, 𝑛 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
. ∎ 
Penjelasan dari Kasus 4 dijelaskan pada Gambar berikut. 
 
Gambar 9 Pewarnaan bintang pada graf 𝑫𝟐(𝑪𝟏𝟏) 
Dada Gambar 7 dapat dilihat bahwa jumlah warna yang digunakan pada pewarnaan bintang untuk graf 
𝐷2(𝐶11) adalah lima warna dengan setiap lintasan empat simpul pada graf tersebut tidak menggunakan 
dua warna. Secara umum bilangan kromatik bintang pada graf dapat dihubungkan dengan jumlah 
derajat simpul maksimum pada graf tersebut. Bilangan kromatik bintang dapat dicari dengan 
menggunakan derajat simpul maksimum pada suatu graf. Berikut diberikan definisi terkait yang 
membahas tentang derajat simpul maksimum pada graf.  
Definisi 14 [13] Untuk setiap graf 𝐺, graf kuadratik 𝐺 adalah graf dengan jumlah simpul sama 
dengan graf  𝐺 dan penambahan sisi diantara dua simpul yang jaraknya dalam 𝐺 adalah 2. 
Berikut diberikan contoh graf kuadratik dari 𝐺. 
Contoh 15 Diberikan graf 𝐺 dengan himpunan simpul dan sisinya adalah 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan 
𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}. 
 
 
 
 
Gambar 10 (a) Graf 𝑮, (b) Graf kuadratik 𝑮𝟐 
Dari Definisi 14, berikut dijelaskan tentang bilangan kromatik bintang yang telah dilakukan pada 
penelitian sebelumnya. Bilangan kromatik bintang yang berkaitan dengan derajat maksimum graf 
tersebut berkaitan juga dengan graf kuadratik graf. 
Proposisi 16 [2] Misalkan G adalah Graf dengan 𝑛 simpul dan 𝐺2 adalah graf kuadratik dari graf 𝐺. 
Pada kasus ini, 𝜒𝑠(𝐺) ≤ 𝜒(𝐺
2), dengan 𝜒(𝐺) menunjukkan bilangan kromatik pada G. 
Dari bilangan kromatik bintang pada graf kuadratik yang dijelaskan pada Proposisi 16 diperoleh 
bilangan kromatik bintang pada graf yang terkait dengan derajat maksimum graf. Penjelasan tersebut 
dijelaskan pada Proposisi 15 berikut.  
Proposisi 17 [2] Untuk setiap graf  𝐺 dengan derajat maksimum 𝑑 ≥ 2, 𝜒𝑠(𝐺) ≤  𝑑
2. 
Berdasarkan Proposisi 17, jumlah warna minimum yang digunakan pada pewarnaan bintang dari 
setiap graf yang dibahas juga memenuhi Proposisi 17. 
(a) (b) 
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PENUTUP 
Berdasarkan pada pembahasan yang dilakukan, maka diperoleh kesimpulan yaitu bilangan kromatik 
bintang pada graf Lilly yaitu 𝜒𝑠(𝑙𝑛) = 3 dengan 𝑛 ≥ 3, bilangan kromatik bintang pada graf buku 
yaitu 𝜒𝑠(𝐵𝑛) = 4 dengan 𝑛 ≥ 2, bilangan kromatik bintang pada generalisasi graf pertemanan yaitu 
𝜒𝑠(𝐷𝑛
𝑚) = 𝜒𝑠(𝐶𝑛), dan bilangan kromatik bintang pada bayangan graf cycle yaitu  𝜒𝑠(𝐷2(𝐶𝑛)) =
{
4,      𝑛 = 3𝑘
6,        𝑛 = 5
5, 𝑛 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
. Selanjutnya bilangan kromatik bintang terkait derajat maksimum graf yaitu 𝜒𝑠(𝐺) ≤
𝑑2 dengan 𝑑 ≥ 2. 
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